
平均値の定理のまわり
発展 高2数学・微分

平均値の定理周りの補遺を書いておきます。後半のものについては高校数学の範囲外のため、証明なし

に答案で使うのは絶対にやめましょう。 1以下で とします。

1. 平均値の定理の証明

平均値の定理の主張をおさらいしておきます。 2

平均値の定理

で連続、 で微分可能な関数 3に対して

を満たす が存在する 4

平均値の定理は、これの特殊版である 5ロルの定理を用いて証明することができます。このロルの定理

は、最大値・最小値の定理を用いて証明できます。以下にそれぞれ書きます：

最大値・最小値の定理

で連続な関数 は、最大値と最小値を持つ

ロルの定理

で連続、 で微分可能で、 を満たす関数 について、 を満たす

が存在する

最大値・最小値の定理は閉区間上で連続な関数は最大値と最小値をもつというものです。これは直感的

にはかなり当たり前なのですが示そうとすると少し大変なのでここではこれの証明は割愛して、 6これ

を使ってロルの定理と平均値の定理を証明してみましょう。まずはロルの定理から：

ロルの定理の証明

⑴ 全ての で （定数）のとき

a < b

[a, b] (a, b) f(x)

​ ​f (c) = ​

′

b − a

f(b) − f(a)

c ∈ (a, b)

[a, b] f(x)

[a, b] (a, b) f(a) = f(b) f(x) f (c) =′ 0

c ∈ (a, b)

x ∈ [a, b] f(x) = f(a)
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□

定数関数は各点で導関数が より題意が成立する。

⑵ なる が存在するとき

は で連続より、最大値・最小値の定理から が の値域のなかで最大値となるような

が存在して、また⑵の仮定より や で は最大値を取らないから、 かつ

なので である。この について、 が で微分可能なため が存在して、その

値は

となる。ここで、 は最大値なので であり、これを で割ると 以下、

で割ると 以上になることを用いると、

となる。ここで微分可能という仮定から①と②の右側・左側極限は一致する。よって である

ので、 となるから、最大値をとる で となるので題意が成立する。

⑶ なる が存在するとき

⑵と同様に が最小値をとる で となるので題意が成立する。

の仮定である端点での の値が一致することから の最大値か最小値を必ず でとる

（少なくともかならず端点以外で最大値か最小値はとる）ことと、最大値や最小値を取る点が両側で微

分可能なら必ずその微分係数が になるのがポイントでしたね。続いて平均値の定理の証明ですが、こ

れは少し工夫することでロルの定理に帰着することができます。具体的には、ロルの定理の「端点で

の値が等しい」という状況を無理やり作り出すんですね。みてみましょう：

平均値の定理の証明

とする。この時

0

f(t) > f(a) = f(b) t ∈ (a, b)

f(x) [a, b] f(c) f(x)

c ∈ [a, b] x = a x = b f(x) c = a

c = b c ∈ (a, b) c f(x) (a, b) f (c)′

​ ​​​ ​⎩⎨
⎧

f (c) = lim ​ ​ ⋯①′
h→+0

h

f(c + h) − f(c)

f (c) = lim ​ ​ ⋯②′
h→−0

h

f(c + h) − f(c)

f(c) f(c + h) − f(c) ≦ 0 h > 0 0 h <

0 0

​ ​​ ​{ ① ≦ 0
② ≧ 0

① =②

f (c) =′ 0 c ∈ (a, b) f (c) =′ 0

f(t) < f(a) = f(b) t ∈ (a, b)

f(x) c ∈ (a, b) f (c) =′ 0

f(x) f(x) f(x) x ∈ (a, b)

0

f(x)

​ ​g(x) := f(x) − ​(x − a)
b − a

f(b) − f(a)

​ ​​​ ​⎩⎨
⎧ g(a) = f(a)

g(b) = f(b) − ​(b − a) = f(a)
b − a

f(b) − f(a)
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□

となるので である。また、 はただの一次関数なのでもちろん連続で微

分可能だから、 は と同様 で連続、 で微分可能なので、 に対してロルの定理が

使えて、 を満たす が存在する。この について、 の定義から

が成立し、これが となるので、この において

が成立するから、題意が成立する。

から までの の平均変化率が なので、この傾きをもち で をとる一次関数である

を から引いてやることでロルの定理の前提である「端点で関数の値が同じ」と

いう状態を無理やり作り出す部分がポイントでした。

2. 狭義単調な範囲は・・？

以前、授業で、関数 の逆関数を として、 で を

示す問題を扱いました 7。その模範解答は、 を求めて とおき、

で を示したうえで、「 において は狭義単調増加し（ ）、

（ ）」と結論するものでした。

この解答の はじつはかなり怪しげなことを言っています。まず、 の定義域は なので、

の定義域も同様に であるので、 というのは が定義域から外れ

るため本来定義されないはずです。さらに、 と仮に定義したとしても、 では での狭

義単調増加性しか言っていないのにも関わらず の結果は での狭義単調増加性から得られる結

論であり、手放しに肯定できるものではありません。これはどのように正当化されるのでしょうか。じ

つは、以下のような主張が成り立ちます：

主張

は で微分可能、 で連続とする。また全ての で とする。このと

き、 はもちろん で狭義単調増加であるが、 でも狭義単調増加となる

つまり、「 で 」から、直接言える「 で が狭義単調増加」という結論のみならず、

もし で が連続なら も含めた「 で が狭義単調増加」という結論も言えるというこ

g(a) = g(b) ​(x −
b − a

f(b) − f(a)
a)

g(x) f(x) [a, b] (a, b) g(x)

g (c) =′ 0 c ∈ (a, b) c g(x)

​ ​g (c) = f (c) − ​

′ ′

b − a

f(b) − f(a)

0 c

​ ​f (c) = ​

′

b − a

f(b) − f(a)

a b f(x) ​

b − a

f(b) − f(a)
x = a 0

​(x −
b − a

f(b) − f(a)
a) f(x)

y = tanx  0 < x < ​(
4
π) y = f(x) 0 < x < 1 x − ​ <

3
x3

f(x)

f (x) =′
​

1 + x2

1
g(x) = f(x) − x − ​(

3
x3 )

0 < x < 1 g (x) >′ 0 0 < x < 1 g(x) ♣ g(x) >

g(0) = 0 ★

★ f(x) 0 < x < 1

g(x) := f(x) − x −(
3
x3 ) 0 < x < 1 g(0) x

g(0) := 0 ♣ 0 < x < 1

★ 0 ≦ x < 1

f(x) (a, b) [a, b) x ∈ (a, b) f (x) >′ 0

f(x) (a, b) [a, b)

(a, b) f (x) >′ 0 (a, b) f(x)

[a, b) f(x) x = a [a, b) f(x)
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□

とになります。これを平均値の定理で証明してみましょう：

証明

全ての に対し を示せば「 で が狭義単調増加」と言えるた

め、これを示す。

まず、 を満たす に対し、 であり、 なので、 8 が

で微分可能、 で連続であることから は で微分可能かつ で連続である。よって平均

値の定理が使えて、

なる が存在する。ここで、全ての で であり、 なので、

だから である。ここで、仮定より なので、 であ

る。よって、

となる。よって示された。

ポイントは平均値の定理の端点の や が から外れていたとしても、（つまり であったとして

も）平均値の定理の は に含まれているところでした。この正当化を用いることで、前述の問題の

解答は以下のように厳密に書き換えることができます：

解答・改

（ の計算までは同じ）よって、 において が常に成立する。

ここで、 として の定義域を拡張する。 よりこのとき は で連

続、 で微分可能である。よって、 と に対して、 は で微分可能、 で連続

であるから、平均値の定理を用いて、

なる が存在する。 より、 なので である（ ）。これと

より から、 となるので、 である。よって、全ての で

となるので、全ての で となる。

したがって

z, y ∈ [a, b) z > y ⇒ f(z) > f(y) [a, b) f(x)

z > y z, y ∈ [a, b) (y, z) ⊂ (a, b) [y, z] ⊂ [a, b) f(x) (a, b)

[a, b) f(x) (y, z) [y, z]

​ ​f(z) − f(y) = f (c)(z − y)′

c ∈ (y, z) x ∈ (a, b) f (x) >′ 0 c ∈ (y, z) ⊂ (a, b)

c ∈ (a, b) f (c) >′ 0 z > y ⇒ z − y > 0 f (c)(z −′ y) > 0

​ ​f(z) − f(y) > 0 ⇒ f(z) > f(y)

z y (a, b) y = a

c (a, b)

g (x)′ 0 < x < 1 g (x) >′ 0 ⋯ ♡

g(0) := 0 g(x) lim ​ g(x) =x→+0 0 g(x) [0, 1)

(0, 1) y ∈ (0, 1) 0 g(x) (0, y) [0, y]

​ ​

g(y) − g(0)

⇔  g(y)

= g (c)(y − 0)′

= g (c) ⋅ y′

c ∈ (0, y) (0, y) ⊂ (0, 1) c ∈ (0, 1) g (c) >′ 0 ∵ ♡ y ∈

(0, 1) y > 0 g (c) ⋅′ y > 0 g(y) > 0 y ∈ (0, 1) g(y) > 0

x ∈ (0, 1) g(x) > 0

​ ​x − ​ < f(x)  □
3
x3
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実際の入試や模試の現場で同じような単調性の適応範囲の拡張に遭遇したときにこのような記述を書く

必要はないと推察はされますが、この手の記述の不備に気持ち悪さを覚えられるようになると厳密な解

答を書きやすくなると思います。

ちなみに、微分可能性を仮定しなくても、というか端点 での連続性を仮定するだけで同様の主張

がたぶん 9成立します： 10

主張※拡張ver.

が で右側連続 11、 で狭義単調増加だとする。このとき は でも狭義単調

増加である。

証明には連続の定義である 論法を用います。 12

証明

が で右側連続とは、以下が真であることである：

また、 が で狭義単調増加とは、以下が真であることである：

ここから、 が で狭義単調増加なことを示す。つまり以下が成り立つことを示す：

ここで、 については仮定より言えるので、結局以下を言えば良い：

これを示す。まず、任意の に対し、開区間の性質より

であり、このとき なので、 が で狭義単調増加であることにより、

x = a

f(x) x = a (a, b) f(x) [a, b)

ε − δ

f(x) x = a

​ ​

∀ε > 0, ∃δ > 0,

s.t., y ∈ (a, b) ∧ ∣y − a∣ < δ ⇒ ∣f(y) − f(a)∣ < ε

⋯①

f(x) (a, b)

​ ​∀z,w ∈ (a, b), z > w ⇒ f(z) > f(w)

f(x) [a, b)

​ ​∀z,w ∈ [a, b), z > w ⇒ f(z) > f(w)

z,w ∈ (a, b)

​ ​∀z ∈ (a, b), f(z) > f(a)

z ∈ (a, b)

​∃u , s.t.,  a < u < z

u, z ∈ (a, b) f(x) (a, b)

​ ​f(u) < f(z)
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□

となる。よって とすると である。よって①より、

よって、 を満たす をひとつ選べば、これは

を満たすので、

となる。まず、④より、

である。ただし、下側の不等式のみを用いた変形を行っている。次に、③と⑤より、

となる。ここで、 であるから、

である。よって、

である。ここに、 は を満たす任意の数なので、

が示され、題意が成立する。

とても楽しかったです。思いつきでやった証明なので間違っている可能性がちょいあります。不備があ

れば木下まで。

f(z) − f(u) =: ε ​u,z ε ​ >u,z 0

​ ​

∃δ ​ > 0,u,z

s.t. , y ∈ (a, b) ∧ ∣y − a∣ < δ ​u,z

⇒ ∣f(y) − f(a)∣ < ε ​u,z

⋯②

0 < y ​ −u,z a < min(u − a, δ ​)u,z y ​u,z

​ ​a < y ​ < u < b   ∧   ∣y ​ − a∣ < δ ​u,z u,z u,z

​ ​​{(a, b)での狭義単調性より、 f(y ​) < f(u) ⋯③u,z

②より、 ∣f(y ​) − f(a)∣ < ε ​ ⋯④u,z u,z

​ ​

− ε ​ < f(y ​) − f(a) < ε ​u,z u,z u,z

⇒ f(a) < f(y ​) + ε ​ ⋯⑤u,z u,z

​ ​f(a) < f(y ​) + ε ​ < f(u) + ε ​u,z u,z u,z

f(z) − f(u) =: ε ​u,z

f(u) + ε ​ =u,z f(z)

​ ​f(a) < f(z)

z z ∈ (a, b)

​ ​∀z ∈ (a, b), f(z) > f(a)
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3. テイラーの定理・テイラー展開・マクローリン展開

授業で扱った平均値の定理は、じつはテイラーの定理やテイラー展開に密接に関わっています。 13テイ

ラーの定理は以下です： 14 15

テイラーの定理

とする。 で 回微分可能で が で連続（ のときは 自身が で連続）、

で 回微分可能な関数 について、

を満たす が存在する

ただし、 を表す

これは、 が でだいたい近似できて、これとの誤差が とな

るような をとってこれることを意味しています。これはなんだか平均値の定理に似ています

ね。実際、 としてみると、

となります。３段目の式は平均値の定理そのものとなっています。 16また、 では、

a < x [a,x] n f (n) [a,x] n = 0 f [a,x]

(a,x) n + 1 f

​ ​

f(x) = ​ ​(x − a)(
k=0

∑
n

k!
f (a)(k)

k)
+ ​(x − a)

(n + 1)!
f (c)(n+1)

n+1

c ∈ (a,x)

f (x) =(k)
​f(x)

dxk
dk

f(x) ​ ​(x −∑k=0
n

k!
f (a)(k)

a)k ​(x −
(n + 1)!
f (c)(n+1)

a)n+1

c ∈ (a,x)

n = 0

​ ​

f(x) = ​ ​(x − a)(
k=0

∑
0

k!
f (a)(k)

k)
+ ​(x − a)

1!
f (c)′

⇔ f(x) = f(a) + f (c)(x − a)′

⇔ f (c) = ​ （ただしx = aと仮定）
′

x − a

f(x) − f(a)


n = 1

​ ​

f(x) = ​ ​(x − a)(
k=0

∑
1

k!
f (a)(k)

k)
+ ​(x − a)

2!
f (c)′′

2

⇔ f(x) = f(a) + f (a)(x − a) + ​(x − a)′

2!
f (c)′′

2
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のようになります。右辺の第二項までは授業で扱った「一次近似」になっています。じつは一次近似は

テイラー展開の一次までで打ち切った項だったわけですね。 17一次近似との誤差が であ

ることもわかります。

ところで、この誤差の項 は「ラグランジュの剰余項」 18というんですが、

が が大きくなるにつれとてつもない速さで小さくなっていくため、誤差の項は多くの場合で が大きく

なるにつれて に近づいていきます。これを用いるのが「テイラー展開」というものです：

テイラー展開

は無限回微分可能であるとする。 19このとき、 で

とできるとき、これを の 周りでのテイラー展開という。またこの無限級数をテイラー

級数という。

この展開は通常挙動を掴むのが難しい関数を、その 階導関数たちがわかっていればただの多項式で表

せる部分が非常に魅力的な定理です。もちろんですが、剰余項が で に収束しなければこの等号

は成立しませんから、手放しに使っていいようなものではありません。

テイラー展開において、特に としたものをマクローリン展開と言います：

マクローリン展開

は無限回微分可能であるとする。このとき、 で

とできるとき、これを のマクローリン展開という。

シグマ記号だとわかりにくいという人のために書き下すと以下のようになります：

この式は（先ほどから何度も言っている通り）挙動の掴みにくい一般の関数を挙動の掴みやすい多項式

関数として表現できるところに嬉しさがあります。ただ、この式だけをみてもなんでこのような式にな

​(x −
2!

f (c)′′

a)2

​(x −
(n + 1)!
f (c)(n+1)

a)n+1
​

(n + 1)!
1

n n

0

f(x) x ≃ a

​ ​
f(x) = ​ ​(x − a)

k=0

∑
∞

k!
f (a)(k)

k

f(x) x = a

n

n → ∞ 0

a = 0

f(x) x ≃ 0

​ ​f(x) = ​ ​x
k=0

∑
∞

k!
f (0)(k)

k

f(x)

f(x) = f(0) + f (0)x +′
​x +

2!
f (0)′′

2
​x +

3!
f (0)′′′

3 ⋯
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るのかわかりにくいかもしれません。そこで、この式の「気持ち」を少し書いておきます。

一般の関数を のように級数で表すことを考えます。このとき、

での 階の微分係数は右辺と左辺で一致するはずです。つまり、

のようになります。同様にして繰り返し計算することで、 であることがわかるので、

となることがわかるわけですね。これにより、マクローリン展開の式が得られます。

さて、このマクローリン展開ですが、これ自体は大学数学の範囲なものの、多項式で近似できる有用性

から高校数学でも数多く顔を出してきます。例えば授業では「 において、不等式 が

成立することを示せ」という問題を扱いました。この問題は「引いて微分」だったわけですが、 20それ

はともかくこの式の左辺は の有限マクローリン展開となっています。これを確かめてみましょう。

のマクローリン展開を求める

とする。 、 、 、 、

、 より、

となる。よって、

f(x) = a ​ +0 a ​x +1 a ​x +2
2 a ​x +3

3 ⋯ x =

0 n

​ ​​​ ​

⎩

⎨

⎧ f(0) = a ​ + a ​ ⋅ 0 + a ​ ⋅ 0 + ⋯ = a ​0 1 2
2

0

f (0) = ​(a ​ + a ​x + a ​x + a ​x + ⋯ )∣ ​

′
dx

d
0 1 2

2
3

3
x=0

= (a ​ + 2a ​x + 3a ​x + ⋯ )∣ ​1 2 3
2

x=0

= a ​1

f (0) = ​(a ​ + a ​x + a ​x + a ​x + ⋯ )∣ ​

′′

dx2

d2

0 1 2
2

3
3

x=0

= (2a ​ + 3 ⋅ 2a ​x + 4 ⋅ 3a ​x + ⋯ )∣ ​2 3 4
2

x=0

= 2a ​2

f (0) =(n) n!a ​n

a ​ =n ​

n!
f (0)(n)

x ≧ 0 x − ​ ≦
6
x3

sinx

sinx

sinx

f(x) := sinx f (x) =′ cosx f (x) =′′ − sinx f (x) =′′′ − cosx f (x) =′′′′ sinx f (x) =(5)

cosx ⋯

​ ​​​ ​

⎩
⎨

⎧ f(0) = 0
f (0) = 1′

f (0) = 0′′

f (0) = −1′′′

f (0) = 0′′′′

f (0) = 1(5)

⋯

​ ​

sinx = 0 + ​x + ​x + ​x + ​x + ​x + ⋯
1!
1

2!
0 2

3!
−1 3

4!
0 4

5!
1 5

= x − ​ + ​x + ⋯
6
x3

5!
1 5

3
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このようになります。確かにこの式の 次までをみると が登場していますね。このようなマクロー

リン展開は自分で作り出せるようになっておくと自分で多項式近似式を作ることができるので 21強いで

す。

4. コーシーの平均値の定理

テイラーの定理は平均値の定理を近似式とみて、その次数を上げるという方向での平均値の定理の拡張

でしたが、もう一つ、「関数の差から別の関数の差を引っ張り出す」という方向性の拡張のやり方も実は

あり、こちらは「コーシーの平均値の定理」と呼ばれています。 22 23（これと対比する形で授業で扱

ったほうの平均値の定理を「ラグランジュの平均値の定理」と言います。）みてみましょう：

コーシーの平均値の定理

で連続、 で微分可能な関数 について、すべての で を満た

すならば、

を満たす が存在する

ここで とすれば で、 よりラグランジュの平均値の定理が得られま

す。

この定理をみて、以下のような証明方法を思いついたひともいるかもしれません：

【コーシーの平均値の定理の証明？？】

ラグランジュの平均値の定理よりある が存在して、

となるから、この をもちいて

3 x − ​

6
x3

[a, b] (a, b) f(x),  g(x) x ∈ (a, b) g (x) =′  0

​ ​​ = ​

g(b) − g(a)
f(b) − f(a)

g (c)′

f (c)′

c ∈ (a, b)

g(x) = x g(b) − g(a) = b − a g (c) =′ 1

c ∈ (a, b)

​ ​​​ ​⎩⎨
⎧ f (c) = ​

′

b − a

f(b) − f(a)

g (c) = ​

′
b − a

g(b) − g(a)

c

​ ​

​ = ​ ⋅ ​

g (c)′

f (c)′

b − a

f(b) − f(a)
g(b) − g(a)

b − a

= ​

g(b) − g(a)
f(b) − f(a)
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□

じつはこれは正しくありません。 となる と、 となる が同じと

は限らないためです。ただしくは以下のようにやります。ラグランジュの平均値の定理の時とほぼ同様

に無理やりロルの定理を使える形にします：

【コーシーの平均値の定理の証明】

まず、 を示す。 24仮定から はラグランジュの平均値の定理の適用範囲内のため、

を満たす が存在する。ここで、仮定よりすべての で のため であ

り、また より、 なので、 となる。

ここで、 より

と定義すると、 25 となる。またこの は や の条件から で連続、

で微分可能である。よってロルの定理から、 となる が存在する。ここで、

となるため、この について、

となる。ただし同値変形には の条件から であることを用いた。よって題意が成立する。

5. 積分の平均値の定理

さらに、平均値の定理のさらなる別種として「積分の平均値の定理」というのもあります。これもみて

みましょう。

積分の平均値の定理

で連続な関数 について、

f (c) =′
​

b − a

f(b) − f(a)
c g (c) =′

​

b − a

g(b) − g(a)
c

g(b) − g(a) = 0 g(x)

​ ​

g (d) =′

b − a

g(b) − g(a)

⇔ g(b) − g(a) = g (d)(b − a)′

d ∈ (a, b) x ∈ (a, b) g (x) =′  0 g (d) =′  0

a < b g (d)(b −′ a) = 0 g(b) − g(a) = 0

g(b) − g(a) = 0

​ ​h(x) := f(x) − ​(g(x) − g(a))
g(b) − g(a)
f(b) − f(a)

h(a) = h(b) = f(a) h(x) f(x) g(x) [a, b]

(a, b) h (c) =′ 0 c ∈ (a, b)

​ ​h (c) = f (c) − ​g (c)′ ′

g(b) − g(a)
f(b) − f(a) ′

c

​

f (c) − ​g (c) = 0′

g(b) − g(a)
f(b) − f(a) ′

⇔ ​ = ​

g(b) − g(a)
f(b) − f(a)

g (c)′

f (c)′

g(x) g (c) =′  0

[a, b] f(x)

11 / 14



□

を満たす が存在する

から までの の積分、つまり 軸と囲む面積が、 から が底辺、 が高さとなるような が存在す

ることを言っています。まさに の「平均的な高さ」というイメージで、正直僕はこっちのほうが

「平均値の定理」という名前としっくりくる感じがします。 26証明はラグランジュの平均値の定理を認

めれば非常に簡単です。

【積分の平均値の定理の証明】

としておく。 は の原始関数の一つである。このとき、 が で連続

なので、

となるので、平均値の定理が使えて、

となる が存在する。ここでこの について、

より

となるから、この で題意が成立する。

1　かなり便利なので適用範囲と証明方法を押さえておいていざという時にゴリ押すための手段として手元においておくの

はアリかもしれません。

​ ​
​ f(x) dx = (b − a)f(c)∫

a

b

c ∈ (a, b)

a b f(x) x a b f(c) c

f(x)

F (x) := ​ f(t) dt∫a
x

F (x) f(x) f(x) [a, b]

​ ​​​ ​⎩⎨
⎧ ・F (x) = f(x)より(a, b)でF (x)は微分可能′

・f(x)は[a, b]で連続より面積は連続に
変化するからF (x)も[a, b]で連続

​ ​
​ = F (c)

b − a

F (b) − F (a) ′

c ∈ (a, b) c

​ ​​ ​{ F (b) − F (a) = ​ f(x) dx∫
a

b

F (c) = f(c)′

​ ​

​ = f(c)
b − a

​ f(x) dx∫
a

b

⇔ ​ f(x) dx = (b − a)f(c)∫
a

b

c ∈ (a, b)
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2　以下 や といった（高校の教科書には出てこない）記法が出てきますが、それぞれ

を表します。また、例えば のようになります。記述量を減らせるので知っておいて損はない記

法です。

3　「 で連続な関数 」というような表現は普通は「 で連続な関数 」というような意味合いです。

4　あとで出てくる論理記号をもちいた書き方でこの定理の主張を書くと、

「 で連続、 で微分可能な関数 に対して、

」

5　定理の形を見れば一目瞭然ですが、ロルの定理の主張は平均値の定理の主張において を代入、つまり

としたものになっています。

6　具体的には閉区間で連続な関数に上限・下限があることを背理法で示したのちにこの上限が最大値に、下限が最小値に

一致することを点列の収束を使って証明します。大学数学範囲なので気になる人は調べてみましょう。

7　塾の授業で扱った問題は塾の教材なので、数値を変えた類題に差し替えています。

8　 であるので、 であるから、 かつ

9　この補遺を書きながら思いついたので間違ってたらごめんなさい

10　途中に微分できない点や、値が跳ぶ（不連続な）点があっても使えるので、これはちょい嬉しいね。

11　「右側」は、  に右側（  の側）から近づいたときに連続という意味です。式で書くと 。  は

区間  の左の端ですが、  の様子がわかっているのは  より右の  だけなので、近づけるのは右からだけで

す。端の位置でなく、近づく向きで呼びます。

12　これ以降 とか とか論理記号がいっぱい出てきます。これはそれぞれ、

のような意味です。例えば

は日本語にすると、「全ての正の数 に対して、対応するある正の数 が存在して、その について、以下が成立する： 

を がみたすならば、 となる」となります。これを日本語で書こうとするとかなり大変

です。ここまでとは行かなくても、「全ての〜に対して」とか「ある〜が存在する」みたいな言い回しは数学ではあるある

で、これを一つの記号で略記できるので慣れるまでは大変ですが慣れると記述量を大幅に削減できます。気になる人は調

べてみることをお勧めします。

13　というかテイラーの定理は平均値の定理のある種の拡張です

14　実はこれの変種の「マクローリンの定理」というのを授業で扱いました。覚えているかな？

15　 と定義します。

[a, b] (a, b)

​ ​

[a, b] := x ∈ R∣a ≦ x ≦ b{ }
(a, b) := x ∈ R∣a < x < b{ }

[a, b) := x ∈ R∣a ≦ x < b{ }

[a, b] f(x) x ∈ [a, b] f(x)

[a, b] (a, b) f(x)

∃c ∈ (a, b),  s.t.,  f (c) =′
​

b − a

f(b) − f(a)

f(a) = f(b)

f(b) − f(a) = 0

y, z ∈ [a, b) a ≦ y < z < b (y, z) ⊂ (a, b) [y, z] ⊂ [a, b)

a x > a ​f(x) =
x→a+0
lim f(a) a

[a, b) f(x) a (a, b)

∀ ∃

​ ​

∀a ：全てのaについて

∃a ：あるaが存在して、

​ ​

∀ε > 0, ∃δ > 0,

s.t.,  y ∈ (a, b) ∧ ∣y − a∣ < δ ⇒ ∣f(y) − f(a)∣ < ε

ε δ δ y ∈

(a, b) ∧ ∣y − a∣ < δ y ∣f(y) − f(a)∣ < ε

0! := 1
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16　実際、このテイラーの定理は平均値の定理と同様ロルの定理を用いて証明することができます。複雑なのでここでは

扱いませんが気になる人は調べてみてください。

17　このようにテイラー展開を途中で打ち切った近似を「有限テイラー展開」と言います。

18　この剰余項の表現の仕方には数種類あり、それぞれ微妙に適用するための の条件も違います。気になる人は調べ

てみましょう。

19　こういう関数のことを 級関数と言います。また、「 回微分可能で 階導関数が連続である関数」のことを 級関

数と言います。

20　みなさん解けますよね…？

21　答案に書くときには初めから天下り的に多項式を書いて、それが近似を与える（都合の良い不等式を満たす）ことを

引いて微分で示してやります。

22　このコーシーの平均値の定理を使ってテイラーの定理を証明することもできます。

23　詳細はここでは述べませんがこれも媒介変数表示された点 の軌跡の曲線の接線のかたむきとしてみるとラ

グランジュの平均値の定理と同様の図形的な解釈ができます。気になる人は調べてみましょう。

24　これを言わないと結果の式で が分母にくるのでまずいです。

25　なんか既視感がありますね。お分かりかと思いますがラグランジュの平均値の定理の証明で用いたキメラみたいな関

数とほぼ同じ作り方で作ります。

26　まあラグランジュのほうは「平均変化率」と「その点での傾き」が一致するという意味での「平均値の定理」という

感じでしょうか。

塾の授業で配った補足資料をもとに、問題を類題に差し替えて書き直しました。

tecktom.com/blog/juku-mean-value-theorems/ 木下 智貴

f(x)

C∞ n n Cn

(f(x), g(x))

g(b) − g(a)
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